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2. Przeksztatcenia symetrii w dwéch wymiarach

2.1 Symetrie figur ptaskich

W dalszym ciagu interesowac nas beda takie izometrie, ktore przeksztatcaja figure geome-
tryczna w siebie. Izometrig tego rodzaju bgdziemy nazywaé przeksztalceniem symetrii, lub
krocej symetrig figury geometrycznej — w dwoch wymiarach. Tej samej nazwy bedziemy
uzywac dla izometrii przeksztalcajacych brylg w siebie — w trzech wymiarach.

Nazewnictwo

Uzywane nazewnictwo nie jest jednoznaczne:

— Zgodnie z przyjgta wyzej definicja symetria nazywamy izometrig, przeksztalcajaca figurg
lub brylg w siebie. Na przyktad kwadrat ma symetri¢ odbicia wzglednej przekatnej (patrz
dalej, rys.2.#).

— Symetrig figury lub bryly nazywa si¢ takze zbior wszystkich izometrii, przeksztatcajacych
figurg lub brylg¢ w siebie. W przypadku kwadratu jest to zbidr o$miu izometrii (takze
rys.2.#).

Zwykle z kontekstu bez trudu mozna zorientowac sig, o ktore z tych znaczen chodzi.

Symetrie figur skonczonych

Figury o skonczonych rozmiarach maja symetrie, omoéwione w paragrafie poprzednim, to zna-
czy odbicia i obroty (w tym inwersje).

Do ich symetrii nie moga natomiast naleze¢ przesunigcia. Symetrig¢ przesunigcia moga mie¢
tylko fikcyjne twory nieskonczone, jak prosta czy wyidealizowana nieskonczona sie¢ krysta-
liczna.

Obroty
Moga istnie¢ dwa przypadki:
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oraz o wielokrotnos$ci tego kata. Symetrie takie maja na przyktad rozety, widoczne na fron-
tonie katedry na ostatniej stronie oktadki, a takze wielokaty foremne (patrz dale;j).

1. Figura ma symetri¢ obrotu o 1 kata pelnego, czyli o
n

Mowilismy juz w rozdziale poprzednim, ze obrét o — kata pelnego bedziemy oznaczaé
n

symbolem' C,. Wielokrotnosci takiego obrotu: symbolami C:, C, itp., zgodnie z kon-

wencja omoéwiona w rozdziale poprzednim (wzory 1.#1 1.#).
Dla n-kata foremnego istnieje skonczona liczba nietrywialnie réznych operacji tego rodza-

. . 1 . . .
ju, bo n-krotnie powtérzony obrot o — kata pelnego daje kat petny, czyli transformacj¢
n

tozsamosciowa e.
2. Koto 1 okrag maja symetrie obrotu o katy dowolne, symetrii takich jest nieskonczenie wiele.

Symetria odbiciowa

Figura moze takze mie¢ symetri¢ odbiciowa — tak jak trojkat rGwnoramienny z rysunku 1.#.
Symetrie takie bedziemy oznacza¢ symbolem o (oznaczenie to wprowadziliSmy w rozdziale
poprzednim).

2.2 Symetria kwadratu

Omawianie symetrii figur skonczonych zacznijmy od kwadratu (rys.2.#). Na rysunku 2.#
kwadrat zostat podzielony na 8 ,,czastek”. Na pierwszym z o$miu rysunkow jedna z czastek
zostala wybrana 1 zaznaczona innym kolorem. Kolejne operacje symetrii przeprowadzaja caty
kwadrat w siebie, ale pod ich wptywem wybrana czastka zmienia potozenie.

Rys. 2.1. Symetrie kwadratu

1. Trzy rysunki w pierwszym wierszu przedstawiaja kolejno obroty:

.2 .
- 090°, czyli Tn = g Zgodnie z umowa oznaczamy ten obrot symbolem Cij.

.2 .
— 0 180°, czyli 771 = 1. Zgodnie z umowa oznaczamy go symbolem C;.

— 0270° czyli 3 %Tn = 3775 . Jest on rownowazny obrotowi o kat —90°, czyli —g . Zgodnie
z konwencja z paragrafu 1.# oznaczylismy ten obrét symbolem C; .
2. Nastegpne cztery rysunki ilustruja odbicia zwierciadlane:
— wzgledem linii poziomej, faczacej srodki przeciwlegtych bokow. Oznaczone ono zosta-
o symbolem o;.
— wzgledem jednej z przekatnych, oznaczone symbolem o;.
— wzgledem linii pionowej (o3).
— wzgledem drugiej z przekatnych (o4).
Czastka wyjs$ciowa 1 siedem nowych, uzyskanych za pomoca omoéwionych przeksztatcen sy-
metrii, wypetniaja caty kwadrat.

''W ksiazce tej bedziemy postugiwaé si¢ oznaczeniami



Inwersja w dwoch wymiarach

Wspomnieli$my juz w paragrafie 1.#, ze obrot o kat rowny 180° w dwoch wymiarach nazywa
si¢ takze inwersja i (lub symetria srodkowa). Powiedzieli$my juz, ze kwadrat taka symetrig
posiada (rys.2.#c).

Rownolegtobok dowolny ma oprdocz tozsamosci tylko symetrig inwersji (patrz dalej).

Symetria tozsamosciowa

W rozdziale poprzednim wprowadzili§my formalnie jeszcze jeden typ symetrii: toZsamo$¢.
Oznacza ona przeksztatcenie, nie zmieniajace nic w uktadzie. Tozsamo$¢ oznaczaé bedziemy
symbolem e. Tak zostal podpisany pierwszy z o$miu rysunkow na ilustracji 1.#.

Symetrie odbiciowe wielokatow o parzystej liczbie bokow

Zauwazamy, ze kwadrat ma dwa istotnie r6zne rodzaje odbi¢ zwierciadlanych, wzgledem pro-
stych przechodzacych:

a. przez $rodki przeciwlegtych bokow (o1 63);

b. przez przeciwlegte wierzcholki (11 G4).

Taka wlasciwos$¢ maja tez inne wielokaty foremne o parzystej liczbie bokow. Rysunek 2.#
przedstawia linie odbi¢ zwierciadlanych sze$ciokata. Linie symetrii typu a zostaty zaznaczone
kolorem czerwonym, a typu b — kolorem niebieskim.

Rys. 2.2. Linie odbi¢ zwierciadlanych szesciokata foremnego.

Zbior przeksztatcen
Podsumujmy: kwadrat ma 8 przeksztalcen symetrii:

(2.1) e, Cy, C,=C;, C;, 61, 03, G3, Oy

Zbidr wszystkich operacji symetrii okre§lonego obiektu nazywamy grupg symetrii lub grupa
przeksztalcen. Taka grupg stanowia na przyktad wypisane przeksztalcenia symetrii kwadratu.
Grupa symetrii kwadratu ma 8 elementow.

Doktadniejsza definicja pojgcia grupy podana jest dalej, w paragrafie 2.#.

2.3 Sktadanie operacji symetrii

Ztozenie przeksztatcen

Kazde z omawianych przez wyzej nas przeksztatcen symetrii przeprowadzato rozwazana figu-
r¢ geometryczna w siebie. Mozna jednak pomysle¢, ze dokonamy po kolei dwoch przeksztat-
cen: najpierw przeksztatcenia a, a potem przeksztatcenia b. Na skutek obu tych operacji figura
takze przejdzie w siebie. A zatem zlozenie dwoch przeksztatcen symetrii daje w wyniku takze
pewne przeksztatcenie symetrii ¢. Zapisujemy to:

(2.2) c=ba.

Oznaczenie jest identyczne, jak dla skladania izometrii, omOwionego w paragrafie 1.#.

Ztozenie obrotow

Ztozenie obrotu wzgledem punktu o kat o 1 obrotu o kat 3 jest takze obrotem: o kat o + 3.
Mowilismy juz o tym w paragrafie 1.#. Na przyktad dwukrotne obrocenie kwadratu o 90° daje
obrét o 180° (rys.1.#):



(2.3) C,Ci= C;=GC,.
Podobnie trzykrotne ztozenie obrotow o 90° daje obrot o 270°:
(2.4) C,C4Cy= C); itp.

Czterokrotne ztozenie takich obrotéw, czyli C : , 0znacza obrét o 360°, co jest rownowazne
tozsamosci. Zatem:

(2.5) Ci=e.

Ztozenie dwdch identycznych odbic

Ztozenie dwoch odbi¢ wzgledem tej samej linii daje przeksztalcenie tozsamosciowe (mowili-
Smy o tym w paragrafie 1.#). Na przyktad (rys.1.#)

(2-6) c10] —e.

Rys. 2.3. Dwukrotne odbicie zwierciadlane jest przeksztatceniem tozsamosciowym

Ztozenie dwdch réznych odbié

Ztozenie dwoch odbi¢ wzgledem dwdch linii, tworzacych ze soba kat a., jest obrotem o kat
2a.. Na przyktad przeksztatcenie, ktore jest ztozeniem kolejno odbi¢ o) 1 63 z rysunku 1.#
(o0 =45°) jest obrotem o kat 90° (rys.1.#):

( 27) 0201 = C4.
Pamigtamy: przeksztatcenia piszemy w ,,odwrotnej” kolejnos$ci!

Podobnie mozemy napisac:

(2.8) ci0,= C,.

Ztozenie przeksztatcen symetrii nie zawsze jest przemienne

Operacja ztozenia przeksztalcen symetrii na 0g6t nie jest przemienna, o czym mowilismy juz
w paragrafie 1.#. Moze wigc zachodzi¢:

(2.9 ba # ab .

Na przyktad 6,61 = Cs # 616, = C, (wzory 2.#12.#).

2.4 Tablica grupowa

Przy omawianiu wlasciwosci symetrii figur geometrycznych sporzadza sig tabele, ktore przed-
stawiajq ztozenia poszczegolnych operacji symetrii rozwazanego obiektu — czyli poszczegdl-
nych elementow grupy symetrii. Nazywamy je tabelami grupowymi Oczywiscie postgpuje
si¢ tak wtedy, kiedy liczba przeksztatcen symetrii jest niezbyt wielka liczba naturalna.

Przyktad

Tabela 2.# przedstawia ztozenia elementow symetrii kwadratu ¢ = ba. Pierwszy wiersz przed-
stawia element a, ktory dziala jako pierwszy. Pierwsza kolumna przedstawia element b, ktory
dziala jako drugi.

Sktadanie interesujacych nas elementow grupy symetrii omowiliSmy juz w zasadzie w para-
grafie poprzednim. StwierdziliSmy wtedy na przyktad, Ze:



(2.10) C,Cy= C}=0C;.
(2.11) C,C4Cy = (C4C4)Cy= C,Cy = C;;
(2.12) Ci101 = ¢;

(2.13) 0,01 = Cy;

(2.14) ci0,=C,.

Pozostate rubryki wypelnimy w podobny sposéb.

Tabela 2.#. Tabela zlozen operacji symetrii kwadratu (tablica grupowa)

3
Ci | (b |Gy | o) | 03| 00 | O4

3
e e C4 Cz C4 (o3 O3 o2 O4

3
C4 C4 C2 C4 e (o0} O4 O3 O]

3
Cz Cz C4 e C4 O3 (o3} O4 (o))

3 3
C4 C4 e C4 C2 O4 (o)) O] O3

3
(o}] (o}] O4 O3 (o30) e Cz C4 C4

3
63 | 03| o | o1 | o4 | O e Cy | Cy4

3
o2 o2 ()] O4 O3 C4 C4 e C2

3
O34 O34 O3 (o) (o})] C4 C4 Cz e

Program komputerowy

2.5 Grupa przeksztatcen

Zbior wszystkich operacji symetrii okre§lonego obiektu nazywamy grupg symetrii lub grupa
przeksztalcen. Taka grupe stanowia na przyklad omdéwione wyzej przeksztatcenia symetrii
kwadratu. Wiemy juz, ze grupa symetrii kwadratu ma 8 elementow.

W matematyce pojgcie grupy jest precyzyjnie okreslone.

Definicja grupy

W matematyce grupa G nazywamy:

— zbior elementow a, b, c, ... ;

— dla ktorego okreslona jest operacja zlozenia (ktora oznaczymy na chwilg symbolem e),

1 ktéry ma nastgpujace wlasnosci:

1. Jezeli a 1 b sa elementami zbioru G, to 1 ich ztozenie bea jest elementem zbioru G.

2. Operacja ztozenia jest 1aczna: cebea = (ceb)ea = ce(bea).

3. Zbior G zawiera element jednostkowy e, taki zc eea = aee =a .

4. Jezeli a nalezy do zbioru G, to w zbiorze jest 1 element b o wlasnosci: bea = aeb = e. Ele-
ment b nazywamy elementem odwrotnym do elementu @ i zapisujemy go b=a .

Nie wymaga sig, aby operacja ztozenia byta przemienna.

Definicja grupy symetrii

Zbior elementow symetrii figury — takiej jak kwadrat — stanowi grupg. Nazywamy ja grupa
symetrii.

1. Postulat 1 wynika z ogo6lnej wlasnosci izometrii: zloZenie izometrii jest izometrig (§#).
2. Zlozenie izometrii jest faczne (§1#).



3. Elementem jednostkowym jest przeksztalcenie tozsamosciowe (§1#).
4. Do kazdej izometrii mozna dobra¢ izometri¢ odwrotna.
W szczegolnoscei:
a. operacja odwrotna do obrotu o kat a wzgledem pewnej osi jest obrét o kat —o wzgle-
dem tej samej osi (§1#);
b. operacja odwrotna do odbicia wzgledem okreslonej ptaszczyzny jest odbicie wzgledem
tej samej plaszczyzny. Innymi stowy: odbicie jest swoja wlasna operacja odwrotna.
c. operacja odwrotng do inwersji jest ta sama inwersja.
Sktadanie izometrii na 0got nie jest przemienne (§1.# 1 2.#).

Podgrupy
Podzbior H elementow grupy G, ktéry stanowi grupe, nazywamy podgrupa grupy G.

2.6 Psujemy kwadrat

Rozwazmy teraz jakie symetrie maja niektore figury, ktére mozna uzyskac przez kolejne
,»psucie” kwadratu.

Prostokat

Jezeli kwadrat rozciagniemy w poziomie, uzyskamy prostokat. Figura ta ma mniej elementow

symetrii, niz kwadrat. Jest ich cztery (rys.2.#):

1. tozsamos¢ e,

2. obrot dwukrotny C;,

3. odbicie zwierciadlane wzglgdem osi poziomej o;;

4. odbicie zwierciadlane wzgledem osi pionowej o3 (zostawiliSmy oznaczenie przyj¢te dla
kwadratu).

Rys. 2.4. Przeksztatcenia symetrii prostokata

Tabela 2.# przedstawia zlozenia tych operacji symetrii.

Tabela 2.#. Tabela zlozen operacji symetrii prostokata

e G (o] O3

e | e | (| o | o;

G, (&) e O3 O

(o) (o)) O3 e 8

O3 O3 (o3 &) e

Przeksztatcenia symetrii prostokata sa przemienne. Objawia si¢ to w ten sposob, ze tablica
grupowa tej figury jest symetryczna wzgledem przekatne;j.

Grupa symetrii prostokata

Zauwazmy, z€:

1. Zbior elementéw symetrii prostokata (e, C», 61, 03), jest podzbiorem zbioru symetrii kwa-
dratu (e, Cs, C; =Cf ,Cj, o1, 02, 03, O4).

2. Poniewaz zbior ten stanowi grupg, jest podgrupa grupy symetrii kwadratu.

3. Liczba elementéw grupy prostokata jest dzielnikiem liczby elementéw grupy kwadratu, bo
4=8:2.



4. Grupa operacji symetrii prostokata jest grupa przemienna’.

Romb

Jezeli prostokat rozciagniemy wzdtuz przekatnej — bez zmiany dlugosci bokéw — uzyskamy
romb. Figura ta ma oprdocz tozsamosci ma jeszcze obrot dwukrotny i dwa rézne odbicia zwier-
ciadlane wzgledem prostopadtych linii, przechodzacych przez przeciwlegte wierzchotki
(rys.2.#). Zatem symetria rombu jest taka sama, jak prostokata.

Rys. 2.5. Przeksztatcenia symetrii rombu

Grupa symetrii rombu

Zauwazmy, ze:

1. Zbior elementdow symetrii rombu jest podzbiorem zbioru symetrii kwadratu. Poniewaz sta-
nowi grupg, jest podgrupa grupy symetrii kwadratu. Podobnie byto i dla prostokata.

2. Liczba elementdéw grupy prostokata jest dzielnikiem liczby elementow grupy kwadratu, bo
4 =8:2.

Réwnolegtobok

Deformujac prostokat lub romb mozemy uzyska¢ réwnolegtobok ,,dowolny”. Ma on naprze-
ciwlegte boki i naprzeciwlegle katy réwne. Figura ta ma oprdcz tozsamosci tylko jedna opera-
cje symetrii: obrot dwukrotny C,. Jej tabela grupowa jest bardzo prosta (tabela 2.#).

Rys. 2.6. Rownolegtobok ma tylko obrot dwukrotny (inwersjg)

Rys. 2.7. Ornament o symetrii Srodkowej
Tabela 2.#. Tabela operacji symetrii rownolegloboku.

e C2
e e (8
Cz Cz e

Grupa symetrii rownolegtoboku

Zauwazmy, ze:

1. Zbiér dwoch elementéw symetrii rombu jest podzbiorem zbioru symetrii kwadratu, a takze
podzbiorem zbioréw symetrii prostokata i rombu. Poniewaz stanowi grupg, jest podgrupa
grupy symetrii kwadratu. Podobnie bylo i dla prostokata.

2. Liczba elementdéw grupy prostokata jest dzielnikiem liczby elementow grupy kwadratu, bo
2 = 8:4. Jest takze dzielnikiem liczby elementow grupy prostokata, bo 2 = 4:2.

Figura bez symetrii odbiciowych

Rozwazmy jeszcze mozliwo$¢ ,,popsucia” kwadratu w sposob przedstawiony na rysunku 2.#.
Jezeli powyginamy tak krawegdzie kwadratu:

— straci on wszystkie symetrie odbiciowe, ale

— zachowa symetrie obrotowe.

Nasza figura ma wigc 4 operacje symetrii: e, Cy, C, = C5%, C;’. Wszystkie te operacje sa
przemienne, bo na przyktad:

* Grupe przemienna nazywa si¢ takze grupa abelowa. Nazwa nie pochodzi od brata Kaina, ale od nazwiska ma-
tematyka norweskiego, Nielsa Henrika Abela (1802-1829).



(2.15) CrC4 = (C4Cy)Cy = C4(C4Cy) = C4C;.

Tabela operacji symetrii naszej figury ma postac:

Tabela 2.#. Tabela operacji symetrii figury z rysunku 2.#
e C4 C2 C43

e e C4 Cz C43

C4 C4 Cz C43 e

Cz Cz C43 e C4

C43 C43 e C4 Cz

Do figur o podobnych wlasciwosciach symetrii powrdcimy jeszcze w paragrafie 2.#.

Grupa symetrii ,powyginanego kwadratu”

Zauwazmy, ze:

1. Zbior elementdow rozwazanej figury jest podzbiorem zbioru symetrii kwadratu. Poniewaz
stanowi grupg, jest takze podgrupa grupy symetrii kwadratu.

2. Grupa te jest grupg przemienna.

3. Liczba elementow grupy tej figury jest dzielnikiem liczby elementoéw grupy kwadratu, bo
4 =8:2.

2.7 Symetria trojkata rownobocznego

Jako nastgpny przyktad rozpatrzmy przeksztatcenia symetrii trdjkata rownobocznego. Rysu-
nek 2.# zostal wykonany w tej samej konwencji, jak rysunek 2.#.

Rys. 2.8. Przeksztalcenia symetrii trdjkata rdwnobocznego.

1. Pierwszy rysunek przedstawia trdjkat w potozeniu ,,wyjsciowym”.
2. Dwa nastgpne rysunki ilustruja obroty:

— 0 120°, czyli 2?%, oznaczony symbolem Cs.

— 0240°, czyli 2 2?% = 4?%, oznaczony symbolem C; .

3. Trzy rysunki w drugim wierszu przedstawiaja odbicia zwierciadlane wzgledem prostych,
taczacych wierzcholek ze srodkiem przeciwlegtego boku. Oznaczone zostaty one symbo-
lami o1, ()'zi O3.

Tabela 2.# przedstawia tabelg grupowa trojkata rownobocznego

Tabela 2.#. Tabela symetrii trojkata rownobocznego
e |G |C'lo |0 | o

2
e | e |G |G| o | 6| o3

2
C; G | G e O3 O o2

2 2
G | Gy e | G| o | o3| o)

2
(o) (o) (o)) O3 e G | G

p)
o | 6| o3| o |G e C;




|03|0'3|61|62|C3|C32|e|

Symetrie odbiciowe wielokatéw o nieparzystej liczbie bokow

Zauwazmy, ze trdjkat rownoboczny ma tylko jeden rodzaj odbi¢ zwierciadlanych. Kazda z
przedstawionych na rysunku 2.# linii symetrii taczy wierzchotek ze $rodkiem przeciwleglego
boku. Sytuacja jest wigc odmienna, niz w przypadku kwadratu.

Podobna wtasno$¢ maja i inne wielokaty foremne o nieparzystej liczbie bokow. Rysunek 2.#
przedstawia linie symetrii zwierciadlanej pigciokata foremnego.

Rys. 2.9. Linie symetrii zwierciadlanej pigciokata foremnego

Dygresja. Trojkat rownoramienny

Trojkat rownoramienny ma — oprdcz tozsamosci — tylko jedno przeksztatcenie symetrii: odbi-
cie zwierciadlane wzglgdem dwusiecznej kata wierzchotkowego (rys.2.#). Identyczna syme-
trig¢ maja typowe wycinanki kurpiowskie.

Rys. 2.10. Trojkat rownoramienny

2.8 Figury o symetrii obrotowej bez odbié

Niemal wszystkie omowione wyzej figury geometryczne mialy symetrie odbiciowe. Wyjatek
stanowila figura z rysunku 2.#, ktora miata wylacznie symetrie obrotowe. Dalsze przyktady
figur tego typu oméwimy w tym paragrafie.

Figura o trzykrotnej symetrii obrotowe;j

Wielokat przedstawiony na rysunku 2.# ma trzykrotng symetri¢ obrotowa. Oprocz tozsamosci

ma obroty: o 120°, czyli 2?71 (C3)10240°, czyli 2 2?% = 4?TE(Q2 ).

Rys. 2.11. Figura o trzykrotnej symetrii obrotowe;j

Tabela 2.#. Tabela grupowa uktadu o trzykrotnej symetrii obrotowej
e C3 C32
e e C3 C32
C3 C3 C32 e
C32 C32 e C3

Operacje symetrii rozwazanej figury sa przemienne. Tablica grupowa (tabela 2.#) jest wiec
symetryczna. Dotyczy to takze figury o sze$ciokrotnej symetrii obrotowej (tabela 2.#).

Figura o szesciokrotnej symetrii obrotowej

Wielokat przedstawiony na rysunku 2.# ma sze$ciokrotng symetri¢ obrotowa. Oprocz tozsa-
mosci ma obroty: o 60°, czyli 2775 (Cs), a takze 0 120°, 180° 1 240°. Identyczna symetri¢ ma
ornament, przedstawiony na rysunku 2.#.

Rys. 2.12. Figura o sze$ciokrotnej symetrii obrotowe;j

Tabela 2 .#. Tabela grupowa figury o sze$ciokrotnej symetrii obrotowej
| lelGla’ [’ |c |G|
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e e C6 C62 C63 C64 C65

C6 C6 C62 C63 C64 C65 e

C62 C62 C63 C64 C65 e C6

C63 C63 C64 C65 e C6 C62

C64 C64 C65 e C6 C62 C63

C65 C65 e C6 C62 C63 C64

W dalszym ciagu ksiazki powrocimy jeszcze do réznicy pomigdzy przypadkiem, kiedy # jest
liczba pierwsza (tak jak 3 w przyktadzie 1), a kiedy liczba pierwsza nie jest (6 w przykla-
dzie 2).

Symetria ramki z pragdem

Symetrig¢ podobna do omoéwionych w przyktadach 1 i 2 ma ramka w ktorej ptynie prad elek-
tryczny, przedstawiona na rysunku 2.#. Mozna sobie wyobrazi¢, Ze jest to ramka z nadprze-
wodnika, bo wtedy niepotrzebne jest zrodto napigcia. Uktad ten ma symetrie obrotowe, iden-
tyczne jak na rysunku 2.#. Nie ma jednak symetrii odbiciowych — ktoére zmieniatyby kierunek
pradu elektrycznego.

Rys. 2.13. Obrotowe symetrie kwadratowej ramki z pradem elektrycznym

2.9 Symetrie sprzezone

Postawienie problemu
W paragrafie 1.# wprowadziliSmy pojecie izometrii sprzgzonych. Mowilismy, ze sprzg¢zone sa
dwa przeksztalcenia a i ¢, jezeli dla pewnej operacji b spetniona byla rownos¢:

(2.16) c=bab .

Teraz bedziemy méwic¢ podobnie o symetriach sprz¢zonych.

W sytuacji, kiedy rozwazana figura ma skoficzona liczbg symetrii, moga pojawic si¢ pewne
ograniczenia, ktorych nie byto dla izometrii ,,dowolnych”.

Rozpatrzmy to na przyktadach.

Kwadrat

Dla kwadratu mozemy sporzadzi¢ tabelg, ktora zawiera¢ bedzie zlozenia typu 2.# dla wszyst-

kich operacji symetrii (tabela 2.#).

W tabeli tej widac, ze:

1. Operacja tozsamos$ciowa 1 obrot dwukrotny sprzg¢zone sa tylko ze soba.

2. Sprzezone sa ze soba obroty o kat +90° 1 —90°.

3. Sprzgzone sa ze soba odbicia wzgledem linii, przechodzacych przez §rodki bokoéw kwadra-
tu, czyli 011 03,

4. Sprzezone sa ze soba odbicia wzgledem przekatnych o, 1 G4.

Nie sa natomiast sprzgzone ze sobg odbicia ,,r6znego rodzaju”, czyli na przyktad o, i1 6.

Tabela 2.#. Ztozenia ¢ = bab ™"

a\b e|C2|C4|C43|0'1|0'3|0'2|0'4

e e e e e e e e e

G| G 6 6 6 6 6 6 G

ala o o ¢ o o ¢ P
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cle ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ G

O] (&)1 (O] G3 G3 (O] (&)1 G3 G3

O3 O3 O3 (o}] (o}] O3 O3 O] (e))]

O? o2 O O4 Oy Oy O4 o2 o2

O4 O4 O4 O O O o2 O4 O4

Figury o przemiennych operacjach symetrii

Jezeli wszystkie operacje symetrii figury sa przemienne, wtedy kazda z operacji jest sprz¢zona
tylko ze soba. Wynika to wprost ze wzoru 2.#. W rozwazanym przypadku

(2.17) c=bab'=abb ' =a.

Jako przyktad moga stuzy¢:

1. Prostokat i romb (§2.5#).

2. Figury, ktore maja tylko symetrie obrotowe (§2.7#).

Zauwazmy, ze:

— W kwadracie istniaty obroty Cs, C, = C>%, Cy°. Sprzezone byly ze soba obroty Cy i C4” (ta-
bela 2.#).

— Figura z rysunku 2.# ma wszystkie obroty kwadratu. Jednak obroty Cy i Cy’ sprzezone ze
soba nie sa.

Wré6cimy do tego zagadnienia, kiedy bedziemy omawia¢ klasy elementow sprz¢zonych i re-

prezentacje grup symetrii (§#).

2.10 Symetria obrazow dyfrakcji na otworach

Postawienie problemu

Jednym z typowych zagadnien optyki falowej jest dyfrakcja na otworach. Obserwuje sig, ze
przy prostopadtym padaniu $wiatta (rys.2.#) symetria obrazu dyfrakcyjnego jest $cisle zwigza-
na z symetrig obiektu, na ktorym ugigcie $wiatta zachodzi. Przedstawiaja to fotografie 1.# —
1.#.

Rys. 2.14. Obserwacja dyfrakcji na otworach

Trojki fotografii przedstawiaja sytuacje:
a. ekran bardzo blisko otworu. Obraz jest prawie doktadnie cieniem geometrycznym obiektu.
b. ekran w Sredniej odlegtosci od obiektu. W tym przypadku mamy do czynienia z tak zwana
dyfrakcja Fresnela.
c. ekran bardzo daleko od obiektu, czyli zakres tak zwanej dyfrakcji Fraunhofera.
Wyobrazmy sobie, ze otwdr ma pewna operacj¢ symetrii — przechodzi w siebie pod wptywem
obrotu lub odbicia. Na rysunku 2.# przedstawiony zostat otwor kwadratowy, ktory ma na
przyktad symetrig obrotu o 90°. Przypusémy, ze przestong z otworem i ekran z obrazem dy-
frakcyjnym poddalismy takiej operacji symetrii. Po jej dokonaniu sytuacja fizyczna jest taka
sama jak przed jej dokonaniem. Zatem 1 obraz dyfrakcyjny musiat przejs¢ w siebie. Wynika
stad, Zze symetria obrazu dyfrakcyjnego nie moze by¢ nizsza, niz symetria samego otworu.

Wyniki doswiadczen
Wyniki dos§wiadczen potwierdzaja nasze przewidywania.

1. Otwor kotowy. Wszystkie obrazy dyfrakcyjne maja pelna symetrig obrotowa — taka jaka
ma sam otwor.
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2. Otwor kwadratowy. Sytuacja jest identyczna jak poprzednio. Uzyskane obrazy maja petna
symetri¢ kwadratu.

3. Otwor o ksztalcie trojkata rownobocznego. W przypadkach a i b obrazy dyfrakcyjne maja
symetri¢ trojkatna. Natomiast obraz w granicy Fraunhofera ma symetri¢ sze$ciokatna, a
wiec wyzsza niz sam obiekt rozpraszajacy. Nie moze to wynikac z samej symetrii uktadu,
przyczyny nalezy szuka¢ gdzie indziej. Obraz dyfrakcyjny w granicy Fraunhofera ma zaw-
sze symetri¢ inwersji — niezaleznie od ksztaltu otworu. Sprawa ta oméwiona jest w dodat-
ku A.

Rys. 2.15. Dyfrakcja na otworze kolowym
Rys. 2.16. Dyfrakcja na otworze kwadratowym

Rys. 2.17. Dyfrakcja na otworze trojkatnym

2.11 Symetria obrazow dyfrakcyjnych siatek ptaskich i przestrzen-
nych

Symetria obrazow dyfrakcji na siatkach ptaskich lub przestrzennych jest $ci§le zwiazana z
symetria uktadu rozpraszajacego.

Dyfrakcja na siatkach ptaskich

Dyfrakcje na siatkach ptaskich demonstruje si¢ za pomoca uktadu, przedstawionego na rysun-
ku 2.#. Rysunki 2.# przedstawiaja typowe siatki dwuwymiarowe 1 uzyskane na nich obrazy
dyfrakcyjne.

Rys. 2.18. Uktad do badania dyfrakcji §wiatla na siatkach ptaskich

Rys. 2.19. Typowe obrazy dyfrakcji $wiatta na siatkach ptaskich

Dyfrakcja elektrondw na krysztatach

Uktad do badania dyfrakcji elektronow na krysztatach przedstawia schematycznie rysunek
2.#. Dla elektrondw o niezbyt wielkich energiach w zerowym przyblizeniu mozna przyjac, ze
ulegaja rozproszeniu na powierzchni krysztatu. Uzyskane obrazy dyfrakcyjne sa bardzo po-
dobne do dyfrakcji Swiatta na siatkach plaskich. Dla dyfrakcji elektrondéw na monokrysztale
niklu przedstawiaja to fotografie 2.#.

Rys. 2.20. Uktad do badania dyfrakcji elektrondw na monokrysztatach
Rys. 2.21. Sie¢ przestrzenna krysztatu niklu (fcc)

Rys. 2.22. Obrazy dyfrakcji elektronéw na powierzchni monokrysztatu niklu.

Dyfrakcja promieni Roentgena i neutronéw na krysztatach

Uktad do obserwacji dyfrakcji promieni Roentgena na krysztatach przedstawia schematycznie
rysunek 2.#. Mowimy tu o tak zwanej metodzie Lauego, w ktorej obserwuje si¢ dyfrakcje
niemonochromatycznej wigzki promieni X na nieruchomym krysztale. Jezeli wiazka pada na
krysztat zgodnie z kierunkiem krystalograficznym o wysokiej symetrii, analogiczna symetri¢
ma 1 obraz dyfrakcyjny.
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Rys. 2.23. Uktad do badania dyfrakcji promieni Roentgena na monokrysztatach metoda Lau-
€go

Rys. 2.24. Sie¢ przestrzenna krysztatu chlorku sodu NaCl (soli kamienne;j)
Rys. 2.25. Obraz dyfrakcji promieni Roentgena na krysztale NaCl. Wiazka padajaca biegnie

réwnolegle do kierunku o symetrii czterokrotnej

Zupehie podobne obrazy dyfrakcyjne uzyskuje si¢ 1 przy dyfrakcji neutrondw na monokrysz-
tatach.

Rys. 2.26. Obraz dyfrakcji neutronéw termicznych na krysztale NaCl. Wiazka padajaca bie-
gnie rownolegle do kierunku o symetrii czterokrotne;j



