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3. Izometrie w trzech wymiarach

W rozdziale nastgpnym zajmiemy si¢ symetriami obiektow przestrzennych, na przyktad wie-
lo§ciandéw czy czasteczek chemicznych. Przedtem jednak — tym rozdziale — przypomnimy
podstawowe wiadomosci o izometriach w trzech wymiarach.

3.1 Izometrie w trzech wymiarach

Podstawowe typy izometrii w trzech wymiarach

Jak juz przypomnieli§my na poczatku rozdziatu 1#, izometrie z definicji sa przeksztaltcenia-
mi, ktére zachowuja odleglosci pomigdzy punktami przeksztatcanych obiektow. W trzech
wymiarach dotyczy to na przyktad przeksztalcen dowolnej bryty.

W trzech wymiarach wyrdzniamy cztery podstawowe rodzaje izometrii:

1. przesunigcia,

2. obroty wzgledem prostych,

3. odbicia zwierciadlane,

4. obroty zwierciadlane, a wérdd nich inwersje.

Przypomnijmy je krétko po kolei.

Przesuniecie

Przesuniecie polega na tym, ze kazdy punkt przeksztalcanego obiektu zostaje przemieszczony
w tym samym kierunku, z tym samym zwrotem i na t¢ sama odleglo$¢. W dwoch wymiarach
przedstawial to rysunek 1.#. Obrazem punktu P, jest punkt P, przesunigty zgodnie z wekto-
rem, wskazanym strzatka. W tej ksiazeczce przesunigciami w przestrzeni prawie nie bgdziemy
si¢ zajmowac.

Przeksztatcenia punktowe

Podobnie jak w rozdziale poprzednim zajmiemy si¢ przede wszystkim przeksztalceniami
punktowymi, ktére zachowuja co najmniej jeden punkt przestrzeni. Mozna wigc myslowo
wyodrebni¢ z przeksztatcanej bryly trzy punkty, znajdujace si¢ na powierzchni sferyczne;.
Nazwijmy je Aj, B; 1 C. Punkty te wyznaczaja trojkat sferyczny (rys.3.#).



Po przeksztatceniu tego trojkata uzyskujemy trojkat sferyczny do niego przystajacy. Izometrie

punktowe moga by¢ dwoch rodzajow:

— zachowuja orientacj¢ wzgledem sfery, jak przeksztalcenie trdjkata A;B;C; w trojkat
A»B,C,. W obu tych trojkatach obiegi wskazane przez strzatki sa zgodne.

— zmieniaja orientacj¢ wzgledem sfery, jak przeksztalcenie trojkata A;B;C; w trojkat
A3B3;C;. W tym ostatnim trojkacie strzatki wskazuja obieg przeciwny do kierunku obiegu
w trojkatach wymienionych wyzej.

Rys. 3.1. Izometrie na powierzchni sferyczne;j

Obrot

Obrotem o kat oo wzgledem linii R, zwanej osig obrotu, nazywamy przeksztatcenie, ktore

punktowi P, przypisuje punkt P (rys.2.#)

— Punkt Q lezy na przecigciu osi obrotu i prostej do niej prostopadlej, przechodzacej przez
punkt P;.

— P, lezy na prostej QP», ktora takze jest prostopadia do osi obrotu. Prosta ta z prosta QP
tworzy kat a.

— dlugos¢ odcinka QP; jest rowna dlugos$ci odcinka QP;.

Rys. 3.2. Obrot w trzech wymiarach

W dwoch wymiarach wszystkie rozwazane przez nas obroty odbywaty si¢ wokot jednego wy-
branego punktu. Mozna je tez byto interpretowac jako obroty wokoét jednej osi, prostopadie;j
do omawianej ptaszczyzny (§1.#). Rozwazane przez nas obroty w trzech wymiarach zachodza
wokot prostych, przechodzacych przez pewien ustalony punkt O. Przestrzenna orientacja tych
prostych jest jednak dowolna.

Obroty zachowuja orientacj¢ rozwazanego wyzej trojkata sferycznego.

Odbicie zwierciadlane

Odbiciem zwierciadlanym figury wzglgdem plaszczyzny S nazywamy przeksztatcenie, ktore

punktowi P, przypisuje punkt P (rys.3.#):

— P, lezy na prostej przechodzacej przez punkt P, prostopadtej do linii ptaszczyzny S, ktora
przecina tg ptaszczyzng w punkcie O;

— dtugos¢ odcinka OP; jest rowna dlugos$ci odcinka OP;.

Odbicie zmienia orientacj¢ rozwazanego wyzej trojkata sferycznego.

Rys. 3.3. Odbicie zwierciadlane

Inwersja

Inwersja figury wzgledem punktu O nazywamy przeksztalcenie, ktore punktowi P; przypisuje
punkt P, (rys.3.#a):

— P, lezy na prostej przechodzacej przez punkt P; 1 punkt O.

— dlugos¢ odcinka OP; jest rowna dlugosci odcinka OP;.

Inwersja, podobnie jak odbicie, zmienia orientacjg rozwazanego wyzej trojkata sferycznego.

Rys. 3.4. Inwersja

Na rysunku 3.# widaé, ze w trzech wymiarach inwersja nie jest tozsamo$ciowo roéwna obro-
towi o kat m (czyli 180°, rys.3.#b).



Obrét zwierciadlany

Obrotem zwierciadlanym nazywamy izometrig, ktéra polega na obrocie wokot osi o pewien
kat o 1 odbiciu od ptaszczyzny do tej osi prostopadtej (rys.3.#a). Nie ma znaczenia, ktora z
tych operacji wykonamy najpierw (poréwnaj rysunek 3.#a z rysunkiem 3.#b). Obrét zwiercia-

dlany o kat o oznacza¢ bedziemy symbolem S(a), o kat 2n symbolem S, .
n

Obroét zwierciadlany zmienia orientacjg rozwazanego wyzej trojkata sferycznego. Jest bowiem
ztozeniem obrotu, ktory orientacji nie zmienia, 1 odbicia, ktdre orientacj¢ zmienia.

Rys. 3.5. Obrot zwierciadlany

Inwersja jest obrotem zwierciadlanym o kat 7 (rys.3.#).

Rys. 3.6. Inwersja jest odbiciem zwierciadlanym o kat &t

3.2 Skiadanie izometrii w trzech wymiarach

Z}lozenie dwoch izometrii jest tez izometria, bo kazda z operacji sktadowych zachowuje odle-
gloéci pomigdzy punktami figury. Przypusémy, ze najpierw dokonaliémy izometrii a, a potem
izometrii b. Ztozenie tych dwoch przeksztatcen symetrii daje w wyniku izometrig ¢. W para-
grafie 1.# przyjeliSmy nastgpujaca konwencjg zapisu:

(3.1) c=ba.

Wszystkie omowione tam konwencje stosuja si¢ i do izometrii w trzech wymiarach.
Zacznijmy od kilku przyktadéw, na ktore stale w przysztosci bedziemy si¢ powolywac.

Przyktad 1

Ztozenie dwoch obrotow wzgledem tej samej osi, odpowiednio o katy o i B, jest takze obro-
tem o kat rowny sumie katow, czyli o a + . Przedstawia to w zasadzie rysunek 1.#, trzeba
tylko wyobrazi¢ sobie, Ze patrzymy na obrdt przestrzenny wzdtuz osi obrotu.

Przykfad 2

Ztozenie dwoch obrotow o m wzgledem osi prostopadtych dale obrot o © wzgledem osi pro-
stopadtej do osi poprzednich (rys.3.#).

Rys. 3.7. Ztozenie dwoch obrotéw o m wzglgdem osi prostopadtych

Do problemu ogdlnego sktadania obrotow w przestrzeni powr6cimy jeszcze w rozdziatach
nastgpnych.

Przykfad 3

Ztozenie dwoch odbi¢ wzgledem dwoch plaszezyzn S; 1 S, tworzacych ze soba kat vy, jest
obrotem o kat 2y wzgledem linii R, stanowiacej przecigcie tych ptaszczyzn.. Przedstawia to w
zasadzie rysunek 1.#. Nalezy sobie tylko wyobrazi¢, Ze patrzymy na powierzchnie odbijajace
wzdhuz linii ich przecigcia.

W szczegolnoscei odbicie od dwoch powierzchni prostopadlych daje obrot o w (rys.3.#).

Rys. 3.8. Ztozenie dwoch odbi¢ zwierciadlanych

Rys. 3.9. Ztozenie dwoch odbi¢ zwierciadlanych od ptaszczyzn do siebie prostopadtych



Mozna to tatwo zauwazy¢, patrzac na swoje odbicie w dwoch lusterkach, ustawionych wzgle-
dem siebie pod katem prostym.

Rys. 3.10. Ogladamy swoje odbicie od uktadu dwoéch prostopadtych luster

Przyktad 4

Stwierdzilismy wyzej, ze:

a. ztozenie dwdch odbi¢ zwierciadlanych od dwoch ptaszczyzn prostopadtych jest obrotem o
kat m wzgledem linii ich przecigcia;

b. inwersja jest ztoZzeniem obrotu o kat 7 i odbicia zwierciadlanego od ptaszczyzny prostopa-
diej do osi obrotu.

Wynika stad, Ze inwersja jest ztozeniem trzech odbi¢ zwierciadlanych od trzech ptaszczyzn

wzajemnie do siebie prostopadtych.

Rys. 3.11. Inwersja jest ztozeniem trzech odbi¢ zwierciadlanych od trzech ptaszczyzn wza-
jemnie prostopadtych

Mozna to fatwo zauwazy¢, patrzac na swoje odbicie w trzech lusterkach, ustawionych wzgle-
dem siebie pod katem prostym.

Rys. 3.12. Ogladamy swoje odbicie od uktadu trzech prostopadtych luster

Przyktad 5

Ztozenie obrotu o kat 7 1 inwersji jest odbiciem zwierciadlanym wzgledem ptaszczyzny pro-
stopadtej do osi obrotu. Przedstawia to rysunek 3.#.

Rys. 3.13. Ztozenie obrotu o kat 7 1 inwersji jest odbiciem zwierciadlanym

Dalsze przyktady sktadania izometrii omoéwimy w nast¢pnych paragrafach.

3.3 Wynik ztozenia izometrii w trzech wymiarach

Obrot wokot linii R przechodzacej przez wybrany punkt O, odbicie wzgledem ptaszczyzny S
przechodzacej przez ten punkt, czy inwersja, zachowuja odleglosci punktéw od punktu O.
Zatem przeksztatcaja powierzchnig sferyczna o srodku w O w sama siebie. Mozna wigc wy-
braé trzy punkty przeksztatcanej figury A, B; i Cy, ktore znajduja sig¢ na sferze tego rodzaju —
tak jak to robiliSmy w paragrafie poprzednim dla dwoch punktow figury ptaskiej. Po dokona-
niu dowolnej liczby przeksztalcen uzyska si¢ trojke punktéw figury przeksztatconej A,, Bo1
C,, ktore sa obrazami punktow A;, B, 1 C;. Punkty te leza na tej samej powierzchni sferycznej,
co punkty Aj, B; 1 Cy. Sa przy tym tylko dwie mozliwosci:

1. Orientacja punktéw As, B, 1 Cy, jest wzgledem powierzchni sferycznej identyczna jak
punktéw Aj, B i C; (rys.3.#a). Wtedy trojke punktow A,, B, 1 C, mozna przeksztatci¢ w
Aj, B11C; jednym obrotem wokot pewnej linii R.

2. Orientacja punktéw As, B, 1 C; jest wzgledem okrggu przeciwna, niz punktow A, B;1 C,
(rys.3.#b). Wtedy parg punktow A;, B; mozna przeksztatci¢ w A,, B, za pomoca jednego
obrotu i jednego odbicia.

Zatem wynik dowolnej liczby izometrii punktowych w przestrzeni da si¢ przedstawic jako

ztozenie co najwyzej dwoch izometrii (patrz tez dalej, §3.#).

Rys. 3.14. Wynik przeksztalcefn symetrii. Szczegoly w tekscie



Dygresja

Nim wykazemy powyzsze stwierdzenia, rozwazmy pewien problem dwuwymiarowy. Wy-
obrazmy sobie dwa trojkaty przystajace, lezace na ptaszczyznie. Sa dwie mozliwosci:

1. trojkaty majaq identycznag orientacjg przestrzenna;

2. trojkaty maja przeciwne orientacje przestrzenne.

W przypadku 1 trojkat A;B;C; mozna przeksztatci¢ w trojkat A,B,C, za pomoca dwdch odbié
zwierciadlanych:

Rys. 3.15. Trojkat A;B;C; mozna przeksztatci¢ w trojkat A,B,C, za pomoca dwdch odbic
zwierciadlanych:

a. najpierw przeksztalcamy przez odbicie punkt A; w punkt A; (rys.3.#a),

b. potem przeksztatcamy przez odbicie punkt B; w punkt B, (rys.3.#b). Jezeli orientacja troj-
katow byta taka sama, po obu tych przeksztatceniach punkt C; przejdzie juz w punkt C,
»automatycznie”.

Wiemy juz jednak z paragrafu 1.#, ze ztozenie dwdch odbic jest obrotem. Zatem mozna prze-

ksztalci¢ trojkat A;B,C,w trojkat A,B,C, za pomoca jednego obrotu.

Rys. 3.16. Trojkat A;B;C; mozna przeksztatci¢ w trojkat A,B,C, za pomoca odbicia zwier-
ciadlanego 1 obrotu

W przypadku 2 trojkat A;B;C; mozna przeksztalci¢ w trojkat A,B,C, za pomoca odbicia

zwierciadlanego 1 obrotu:

a. najpierw przeksztalcamy punkt A; w punkt A, (rys.3.#a), uzyskujemy przy tym ,,przejscio-
wy” trojkat A;B3;C;. Poniewaz orientacja trojkatow A,B,C, 1 A|B;C; byta przeciwna,
orientacja trojkatow AB;C; 1 A3B3Cj jest zgodna.

b. W drugim kroku obracamy trojkat A;Bs;Cs; wzgledem wierzchotka Az (czyli Az) 1 dopro-
wadzamy do przekrycia si¢ trojkatow (rys.3.#b).

Zatem mozna przeksztalci¢ trojkat A,B,C, w trojkat A;BC; za pomoca jednego odbicia i

jednego obrotu.

Przeksztatcenia w trzech wymiarach

Wiyniki tych przyktadow plaskich mozna przetransponowac na przypadek przestrzennych

przeksztatcen na powierzchni sferycznej (rys.3.#). Nalezy tylko zamieni¢:

— odbicia wzgledem prostych w dwoch wymiarach na odbicia wzgledem ptaszczyzn prze-
chodzacych przez srodek powierzchni sferyczne;;

— obrot wzgledem punktu na obrot wzgledem linii przechodzacej przez srodek powierzchni
sferyczne;.

Rys. 3.17. Sktadanie izometrii (szczegdly w tekscie)

Ztozenie kilku obrotow w przestrzeni

Z powyzszych rozwazan wynika bardzo wazny wniosek: zlozenie dowolnej liczby obrotow
wzgledem osi, przechodzacych przez jeden punkt, mozna zastapi¢ jednym obrotem wzglgdem
takiej osi.

Do problemu ogolnego sktadania obrotow w przestrzeni powrdcimy jeszcze w rozdziatach
nastgpnych.



3.4 Ztozenie odbicia i obrotu

Niejednoznacznosé

W paragrafie poprzednim stwierdzili$my, ze dwa przystajace trojkaty sferyczne o przeciwnej
orientacji, lezace na tej samej powierzchni sferycznej, mozna przeprowadzi¢ w siebie za po-
moca jednego odbicia zwierciadlanego i jednego obrotu. Podali$§my tam dos$¢ szczegdlny
przyktad takiego przeksztatcenia, w ktorym odbicie przeprowadzato jeden z wierzchotkow
trojkata wyjsciowego A;B|C; w jeden z wierzchotkow trojkata przeksztalconego A,B,C».
Latwo jednak uzmystowi¢ sobie, ze tego typu przeksztatcen jest wigcej — na prawdg nieskon-
czenie wiele. Mozemy bowiem odbi¢ trojkat wyjsciowy A;B;C; wzgledem dowolnej ptasz-
czyzny. Uzyskamy wtedy trojkat przejsciowy A3B3Cs o orientacji przeciwnej niz A|B,Cy, a
identycznej jak A;B,Cs. Trojkat AsB3;Cs mozemy przeksztatcic w A;B,>C, za pomoca jednego
obrotu — co wykazali§my w paragrafie poprzednim. Ptaski model tych transformacji przedsta-
wia rysunek 3.#.

Rys. 3.18. Ptaski model sktadania dowolnego odbicia i odpowiedniego obrotu

Obrot zwierciadlany

Nasuwa si¢ wigc pytanie: czy mozna dokonaé przeksztatcenia trojkata A;B,C; w trojkat
A,B,C; za pomoca jednego obrotu zwierciadlanego, czyli jednego obrotu wzgledem pewnej
osi 1 jednego odbicia wzgledem ptaszczyzny do tej osi prostopadtej?

Spojrzmy na problem, zaczynajac ,,od tylu” (rys.3.#):

Rys. 3.19. Dwa trojkaty sferyczne o przeciwnej orientacji mozna przeprowadzi¢ w siebie za
pomoca jednego obrotu zwierciadlanego (szczegdty w tekscie)

1. Dokonajmy inwersji i trojkata A,B,C, wzgledem punktu O. Otrzymamy pomocniczy troj-
kat A3;B3Cs, ktéry ma symetri¢ przeciwna, niz trojkat A,B,C,, a taka sama jak trojkat
A1B1C1.

2. Wykazalismy wyzej, ze trojkat A;B;C; mozna przeprowadzi¢ w trojkat A3;B;Cs za pomoca
jednego obrotu wokot pewnej osi R. Oznaczmy to przeksztalcenie symbolem C(o,R).

3. Wiemy, ze inwersja jest ztozeniem obrotu o kat © wzglgdem dowolnej osi R i odbicia
zwierciadlanego wzgledem ptaszczyzny prostopadtej do tej osi o(R). Mozna wigc jako tg
wyrozniona o$ wybrac¢ lini¢ R. Inwersj¢ i zapiszemy wtedy w postaci:

(3.2) i = o(R) C(m,R).

Zbierzmy te fakty: Przeksztatcenie trojkata AB,C; w trojkat A,B,C, zachodzi przez ztozenie
operacji obrotu wzgledem osi / i inwersji (wzor 3.#). Mozna je wiec zapisa¢ w postaci:

(3.3) i‘a(R) = 6(R)-C(m,R)-C(a,R). = o(R)-C(Y,R) .

Operacja C(7,R) jest ztozeniem dwoch obrotow wzgledem tej samej osi R, jednego o kat a,
drugiego o kat m. Jest wigc obrotem wokot osi R o kat y = m + o Natomiast 6(R) jest odbi-
ciem od ptaszczyzny prostopadtej do R.

Podsumujmy: Istnieje nieskonczona liczba par operacji, ztozonych z obrotu i odbicia zwier-
ciadlanego, a przeksztatcajacych trojkat A|B,C; w trojkat AxB>C,. Wérod tych operacji jest
takze odbicie zwierciadlane, dla ktorego o$ obrotu jest prostopadta do ptaszczyzny odbicia.



3.5 Izometrie sprzezone

Wprowadzenie

W rozdziale 1 rozwazali§my izometrie do siebie ,,podobne’:

— odbicie zwierciadlane wzgledem linii L, ,,podobne” do odbicia wzgledem Linii L;;

— obrot o kat 90° ,,podobny” do obrotu 0 —90°, itp.

Aby opisac ten fakt bardziej precyzyjnie, wprowadziliSmy pojecie izometrii sprz¢zonych.
Formutowali$my to nastgpujaco:

Moéwimy, Ze izometrie ¢ 1 a sa sprzgzone, jezeli izometria ¢ da si¢ przedstawi¢ przez izometrie
a i b w postaci

(3.4) c= bab‘l,

Uogo6lnimy teraz definicj¢ izometrii sprz¢zonych na przypadek trzech wymiarow. Bedziemy
oczekiwac, ze na przyktad:

1. sprzezone sa ze soba wszystkie odbicia zwierciadlane;

2. sprzgzone sa ze soba wszystkie obroty o kat 60° — wzgledem dowolnych osi, itp.
Rozpatrzymy teraz kilka przyktadow takich wtasnie izometrii sprz¢zonych.

Dygresja 1

Rozwazmy jednak najpierw pewien problem dwuwymiarowy, ktdry postuzy nam jako analo-
gia interesujacego nas zagadnienia. Rozpatrzmy ptaszczyzng z dwoma punktami O; 1 O,, wo-
kot ktorych bedziemy dokonywac obrotow (rys.3.#). Niech wektor 7 taczy punkt O; z punk-
tem O,. Niech na tej ptaszczyZnie znajduje sig trojkat A;B,C;.

Rys. 3.20. Dwa sprzgzone obroty na ptaszczyznie

Obrocic ten trojkat o kat o wokot osi O, — aby otrzymac trojkat A,B,>C, — mozna nastgpujaco:

1. przesuna¢ trojkat o wektor —7 , otrzymamy w ten sposob trojkat A3;B;Cs;

2. obrdci¢ ten nowy trojkat o kat a wokot punktu Oy, otrzymamy w ten sposéb trojkat
A4B4Cy;

3. przesunac¢ ten trojkat o wektor +7 . Otrzymamy w ten sposob trojkat A,B,C,, ktory wlasnie
jest trojkatem A;B;C;, obroconym wzgledem punktu O, o kat a.

Obroty sprzezone w trzech wymiarach

W podobny sposdb mozemy dokona¢ operacji punktowych w trzech wymiarach. Rozwazmy
dwie osie obrotu R; i R,, ktére mozna przeprowadzi¢ w siebie za pomoca przestrzennego ob-
rotu o kat @ wokot osi R (rys.3.#). Wezmy od uwagg trojkat sferyczny A;B,C;. Obrdci¢ ten
trojkat wokot osi R, o kat o — aby otrzymac trojkat A,B,C, — mozemy nastgpujaco:

Rys. 3.21. Dwa sprzgzone obroty w przestrzeni

1. obroci¢ trojkat wokot osi R o kat —¢. Otrzymamy w ten sposob trojkat A3;B;Cs.

2. obrdci¢ ten nowy trojkat o kat a wokot osi Rj. Otrzymamy w ten sposob trojkat AyuB4Ca.

3. obroci¢ trojkat wokot osi R o kat +¢. Otrzymamy w ten sposob trojkat A,B,C,, ktéry wila-
$nie jest trojkatem AB;C;, obréconym wzgledem osi 2 o kat a.

Wykazali$my w ten sposob, ze dwa rozwazane obroty sa ze soba sprzgzone.

Dygresja 2
Bedziemy teraz chceieli wykazac¢, ze dowolne dwa odbicia w przestrzeni sa ze soba sprzgzone.
Rozwazmy jednak najpierw — podobnie jak poprzednio — pewien model dwuwymiarowy.



Rozpatrzmy plaszczyzng z dwiema liniami L; 1 Ly, wzgledem ktérych bgdziemy dokonywac
odbic¢ (rys.3.#). Linie L; i L, przecinaja si¢ w punkcie P i tworza ze soba kat ¢. Niech na tej
ptaszczyznie znajduje si¢ trojkat A1B;C;.

Rys. 3.22. Sprzgzone odbicia na ptaszczyznie

Odbic¢ ten trojkat wzgledem osi L, — aby otrzymac trojkat A,B>C, — mozna nastgpujaco:

1. obroci¢ trojkat A1B;C; wzglgdem punktu P o kat —¢. Otrzymamy w ten sposob trdjkat
A3B;Cs;

2. odbi¢ ten nowy trojkat wzgledem linii L;; otrzymamy w ten sposob trojkat AsB4Cy;

3. obroci¢ trojkat AsB4Cs wzglgdem punktu P o kat +@. Otrzymamy w ten sposob trojkat
AszCz.

Wykazali$my w ten sposob, ze dwa odbicia w ptaszczyznie sa ze soba sprzgzone.

Odbicia sprzezone w trzech wymiarach

Przel6zmy ten przyktad na izometrie punktowe w trzech wymiarach. Rozwazmy dwa odbicia
wzgledem plaszczyzn S; 1 S,, ktére przecinaja si¢ wzdluz linii R i1 tworza ze soba kat ¢
(rys.3.#). Rozwazmy trojkat sferyczny na powierzchni rozwazanej juz wyzej powierzchni sfe-
ryczne;j.

Rys. 3.23. Sprzezone odbicia w przestrzeni

Odbic¢ ten trojkat wzgledem plaszczyzny S, — aby otrzymac trojkat A,B,C, — mozna nastgpu-

jaco:

1. obroci¢ trojkat A1B;C; wzgledem osi R o kat —@. Otrzymamy w ten sposob trojkat
A3B;Cs;

2. odbi¢ ten nowy trojkat wzgledem ptaszczyzny S;; otrzymamy w ten sposob trojkat AsB4Ca;

3. obroci¢ trojkat AsB4Cs wzgledem osi R o kat +¢. Otrzymamy w ten sposob trojkat
AszCz.

Wykazali§my w ten sposob, ze dwa dowolne odbicia w przestrzeni sa ze soba sprzgzone.

Do zagadnienia symetrii sprz¢zonych w trzech wymiarach bedziemy jeszcze wraca¢ wielo-

krotnie (np. w §§4.#, )

3.6 Przeksztatcenia wektorow

Zastandéwmy sig teraz, jak pod wplywem roznych izometrii transformuja si¢ w przestrzeni
wektory. Uogdlnimy w ten sposob na trzy wymiary rozwazania z paragrafu 1.#.

Rozpatrzmy pewien przestrzenny wektor X o poczatku w punkcie O, ktéry zachowuja rozwa-
zane izometrie. Pod wplywem izometrii a przejdzie on w inny wektor y . Napiszemy to for-

malnie (podobnie jak w paragrafie 1.#):
(3.5) y=ax.

Symbolem a oznaczyliémy operator, przeksztalcajacy pierwszy z wektorow w drugi.
Poniewaz operacja przeksztatcenia jest izometria, warto$¢ wektora y jest taka sama jak war-

tos¢ wektora X . Natomiast kierunek i zwrot sa na og6t inne.

Transformacja wektora przy inwersji

Inwersja zachowuje kierunek wektora X, a zmienia jego zwrot na przeciwny. Dla inwersji
mozemy wiec napisac:

(3.6) y=-Xx.



Transformacja wektora przy odbiciu
ZastanOwmy sig teraz, jaki jest wektor y, ktory stanowi odbicie wektora X wzgledem linii

ptaszczyzny S (rys.3.#). Wersor 7 jest do tej powierzchni prostopadty. Z rysunku widac, ze
natychmiast mozna uogolni¢ wzor 1.# na trzy wymiary i napisac:

(3.7) y=Xx-2nx)n,

czyli (por. wzor 1.#)

(3.8) y=Xx-2X,.

gdzie teraz X, oznacza sktadowa wektora X, prostopadla do ptaszczyzny S.

Rys. 3.24. Odbicie wektora od plaszczyzny

Ze wzoru 3.# widac¢, ze dowolnos$¢ wyboru zwrotu wersora 7 nie wptywa na wektor y . Dla
dwoch wymiarow omowiliSmy to w paragrafie 1.#.

Transformacja wektora przy obrocie

Rozpatrzmy teraz obrot wektora X o kat o wzgledem osi R w przestrzeni (rys.3.#). Oznaczmy
wersor tej osi symbolem 7 . Musimy napisa¢ wzor, okreslajacy wektor przeksztalcony y .

Nasze rozumowanie bedzie podobne do przedstawionego w paragrafie 1.#.

Rys. 3.25. Obrot wektora

1. Rozl6zmy przede wszystkim wektor X na dwie skladowe: rownolegta do osi obrotu X i
prostopadia do osi obrotu X, . Podczas obrotu pierwsza z tych sktadowych jest zachowana,
czyli y, = X, . Obraca sig tylko sktadowa druga.

2. Kierunek sktadowej réwnolegtej wyznacza wersor 7 . Warto$¢ i zwrot — iloczyn skalarny
7x . Mozemy wigc napisac (patrz tez rys.3.#):

(3.9) X, =7 (rX).

3. Sktadowa prostopadta jest réwna:

(3.10) X, =X—X,=x-r(rxX).

4. Wprowadzmy jeszcze, podobnie jak w paragrafie 1.#, pomocniczy wektor p , ktory ma
dlugos¢ wektora X, , a kierunek prostopadtyido 7 ido x| :

(3.11) P=TrxX, =rx(X—=X,)=FXX—FXX, =FXX.
ZauwazylisSmy, ze iloczyn wektorowy rownoleglych wektoréw 7 1 X, znika.

5. Rozumujac podobnie jak w paragrafie 1.#, mozemy napisa¢ wzor na sktadowa prostopadta

wektora y,czylina y, :
Yy, =coso-X, +sina-p =
(3.12) =cosa[xX —7(7X)]+sino(7 xX) =

=cosa-X —cosa 7(7X)+sino(7 xX).
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Na caly wektor obrécony y dostajemy wzor (korzystamy z 3.# ...):
Yy=Y,+y, =X,+coso-X—cosar(rx)+sino(r xx)=
(3.13) =7(rX)+coso[X —7(FX)]+sino(7 xX) =
=cosa- X +(l—cosa)-7(7X)+sino(7 x X).
Inaczej mozna to tez zapisa¢ w postaci:

(3.14) y=X,+cosa-xX, +sino-(FxXx,).

ZauwazyliSmy, ze FXX=rxX, .

Transformacja wektora przy obrocie zwierciadlanym
Przy obrocie zwierciadlanym S(c,R) o kat a wzgledem osi R (rys.3.#):
1. sktadowa prostopadta wektora 7, czyli X, transformuje sig tak, jak przy zwyklym obro-
cie;
2. sktadowa rownolegta wektora 7, czyli X,, zmienia znak.
Wzér 3.# nalezy wigc zmodyfikowaé nastgpujaco:
y=-X,+coso-X, +sina-p =
(3.15) =—7(rX)+cosa[X —7(7X)]+sino(7 xX) =

=cosa-X —(1+cosa)-7(7xX)+sino(r xX).

3.7 Przeksztafcenia funkcji
Rozpatrzmy jeszcze transformacjg funkcji trzech zmiennych, czyli funkcji wektora X :

(3.16) S )= f(x0,5,%3)

okreslonej w rozwazanej przestrzeni. Rozumowanie jest uogo6lnieniem na trzy wymiary roz-
wazan prowadzonych w paragrafie 1.#.
Pod wplywem operacji a funkcja f(X) przejdzie w na ogot nowa funkcje

(3.17) g(x)=af (x).
Symbolem a oznaczyliSmy operator, dziatajacy na funkcje f(X) . Podobnie jak poprzednio

nowa funkcja g(X¥) w punkcie ¥ ma taka wartos¢, jaka miala stara funkcja w punkcie a~'%

(3.18) g(¥)=af(3)=f(a'%).

Trudno to narysowac w przestrzeni, a rysunki dla dwoch wymiarow znajdowaly si¢ w paragra-
fie 1.#.

3.8 Pseudowektory

W fizyce czgsto postugujemy sig¢ wielkosciami, ktore zdefiniowane sa jako iloczyn wektorowy

dwoch wektoréw. Nalezy do nich na przyktad moment pedu’ L , ktory definiujemy jako ilo-
czyn wektorowy dwoch wektoréw: wektora wodzacego® 7 i pedu p .

' Nazwy moment pedu uzywa si¢ w Kongresowce. W Galicji te wielko$é nazywa si¢ kretem.
> W tym fragmencie zachowali$my zwyczajowe oznaczenia wektora wodzacego i pedu. Nie pomylmy ich z ozna-
czeniami uzywanymi w poprzednich paragrafach!
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(3.19) L=Fxp.

Moment pedu ma wzglgdem obrotow identyczne wtasnosci symetrii jak wektor. Natomiast
inaczej zachowuje si¢ przy odbiciu. Dlatego wielko$¢ zdefiniowana jako iloczyn wektorowy
dwoch wektorow nazywamy pseudowektorem.

W tej ksiazeczce pseudowektory bedziemy oznaczaé strzatka zwrocona w lewo («—), aby od-
r6zni¢ je od ,,prawdziwych” wektorow, ktore oznaczalisSmy strzatka zwrocona w prawo (—).

Przeksztatcenie wektoréw przy odbiciu

Rozpatrzmy najpierw dla porownania transformacj¢ wektorow: osobno dwa przypadki, sytu-
acje, kiedy wektor w jest prostopadty i kiedy jest rownolegly do ptaszczyzny odbiciowe;j
(rys.3.#, por. tez §3#).

Rys. 3.26. Zachowanie wektoréw przy odbiciu

1. Jezeli wektor jest prostopadty do ptaszczyzny odbicia, przy odbiciu zmienia znak.
2. Jezeli wektor jest rownolegly do ptaszczyzny odbicia, przy odbiciu nie zmienia znaku.

Przeksztatcenie pseudowektoréw przy odbiciu

A teraz rozpatrzmy transformacje pseudowektorow, takze osobno dwa przypadki: sytuacje,
kiedy pseudowektor jest prostopadty i kiedy jest rownolegty do ptaszczyzny odbiciowe;.

Rys. 3.27. Zachowanie pseudowektoréw przy odbiciu
1. Przypadek pierwszy przedstawiaja rysunki 3.#a i b. Oba wektory 7 1 p leza w plaszczyz-

nie réwnoleglej do ptaszczyzny odbicia. Przed odbiciem ich iloczyn wektorowy L jest —z
definicji — prostopadty do plaszczyzny odbicia i ma zwrot wskazany na rysunku 3.#a. Od-
bicie przeprowadza wektory 7 1 p w siebie (rys.3.#b). A wigc ich iloczyn wektorowy po-
zostaje taki sam.
Stad wniosek: przy odbiciu sktadowa pseudowektora prostopadta do ptaszczyzny odbicia
pozostaje taka sama. Sktadowa prostopadta ,,prawdziwego” wektora w przy odbiciu zmie-
nia znak.

2. Przypadek drugi przedstawiaja rysunki 3.#c i d. Wektor 7 lezy w plaszczyznie rownolegle;
do ptaszczyzny odbicia, wektor p jest do niej prostopadly. Przed odbiciem ich iloczyn wek-

torowy L jest — z definicji — rownolegty do ptaszczyzny odbicia i ma zwrot wskazany na
rysunku 3.#c. Odbicie przeprowadza wektor 7 w siebie, wektor p zmienia znak (rys.3.#d).

Ich iloczyn wektorowy zmienia znak.
Stad wniosek: przy odbiciu sktadowa pseudowektora rownolegta do plaszczyzny odbicia
zmienia znak. Sktadowa réwnolegla ,,prawdziwego” wektora w przy odbiciu nie zmienia

sie.

Inne przyktady pseudowektorow

W fizyce wiele znanych wielkosci — to pseudowektory. Na przyktad pseudowektorami sa:

1. Indukcja magnetyczna B . Indukcje magnetyczna pojedynczego tadunku Q, poruszajacego
si¢ z predkoscia v okresla wzor (rys.3.#):

Rys. 3.28. Do definicji indukcji magnetycznej pojedynczego poruszajacego si¢ tadunku
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(3.20) B =t (ﬁxzj.

4mp? r

Symbol 7 okresla wektor od punktu, w ktorym tadunek si¢ znajduje, do punktu obserwa-
Cj1, Mo jest przenikalno$cia magnetyczna prozni.

2. Moment magnetyczny p, zamknigtego przewodnika, w ktorym ptynie prad o natg¢zeniu 7.
Jest on okreslony catka krzywoliniowa (rys.3.#):

Rys. 3.29. Do definicji momentu magnetycznego
(3.21) P =317 xdl .
L
Do wlasciwosci symetrii momentu magnetycznego powrdcimy jeszcze w paragrafie #.

lloczyn wektorowy wektora i pseudowektora
[loczyn wektorowy wektora 1 pseudowektora jest wektorem. Na przyktad wzor na site Lorent-
za ma postac:

(3.22) F=0(FxB).

We wzorze tym predko$é¢ v isita F sa wektorami, a indukcja magnetyczna B jest pseudo-
wektorem.

3.9 Transformacje pseudowektorow

Omowmy teraz transformacje pseudowektorow troche ogolniej, niz w paragrafie poprzednim.
Bedziemy rozwazali pewien pseudowektor i, ktory jest iloczynem wektorowym wektorow
wiv:

(3.23) i =XV,

Transformacja pseudowektora przy obrocie
Z definicji pseudowektor i jest prostopadty do wektoréw w 1 v, spetnia regulg ,,prawej $ru-
by” 1 ma warto$¢ réwna:

(324 jii| = ABsing,

gdzie ¢ jest katem pomigdzy wektorami w 1 v .

Przy dokonywaniu obrotu o kat a wzglgedem pewnej linii L zachowane sa katy 1 wartosci od-
cinkow. Trojke wielkosct w, v 1 # mozemy wigc traktowac jako ,,sztywno powiazane strzat-
ki”, ktore obracaja si¢ wspolnie (rys.3.#). Zatem przy obrotach pseudowektor transformuje si¢
jak wektor.

Rys. 3.30. Transformacja pseudowektora przy obrocie

Transformacja pseudowektora przy inwers;ji

Przy dokonywaniu inwersji wektory w i v zmieniaja znaki (§3.6#). Ich iloczyn wektorowy
pozostaje niezmieniony, bo (rys3.#):

(3.25) (=) x (—V) = WXV =ii.
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Transformacja pseudowektora przy odbiciu

Odbicie od ptaszczyzny S mozemy potraktowac jako ztozenie (§#):

1. obrotu o kat m wzgledem linii R, prostopadtej do ptaszczyzny S;

2. inwersji.

Zgodnie z tym co powiedzieliSmy powyzej (rys.3.#):

1. przy obrocie wektory w 1 v i pseudowektor & obracaja si¢ tacznie o kat © wzgledem linii
R;

2. przy inwersji pseudowektor si¢ nie zmienia.

Zatem: przy dokonywaniu operacji odbicia pseudowektor obraca si¢ o kat m wzgledem linii

prostopadtej do plaszczyzny odbicia.

Podsumowujac uwagi powyzsze 1 zamieszczone wczesniej, w paragrafie poprzednim:

Jezeli w jakim$ uktadzie wspotrzednych przed odbiciem wektor 1 pseudowektor by si¢ pokry-

waly, po odbiciu miatyby taki sam kierunek, ale zwroty przeciwne (rys.3.#)

Rys. 3.31. Transformacja wektora i pseudowektora przy odbiciu zwierciadlanym.

Do transformacji pseudowektorow wrocimy jeszcze w paragrafie 4.#.



